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 

Introdução 



 
Modelo de Risco Coletivo Anual 

 

𝑆 =  𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑁 =  𝑋𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 

Hipóteses: 

  

a) As severidades 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁 são i.i.d. 

  

b) As severidades 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁 são independentes da frequência N. 
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 
Objetivos 

 
𝑃𝑟ê𝑚𝑖𝑜 = 𝑃 = 𝐸 𝑆 . 1 + 𝜃  

 

𝐶𝑢𝑠𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑟𝑟𝑒𝑔𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 = 𝜃 =
𝑃 − 𝐸(𝑆)

𝐸(𝑆)
 

 

OBS: Precisamos conhecer a distribuição do número total de 
sinistros produzidos numa carteira = Frequência (N) para 
conhecermos a “cara” da distribuição de Sinistro Agregado 
(S). 
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 
É possível obter a distribuição de S por meio de: 

 

 Transformações de variáveis; 

 Densidade da soma (caso geral); 

 Densidade da soma (convolução); 

 Função Geradora de momentos; 

 ⋮ 
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 

Funções de Variáveis 
Aleatórias 

 

 



 
Seja 𝑍 = 𝐻1 𝑋, 𝑌  uma função de duas variáveis aleatórias 𝑋 
e 𝑌 . Fica evidente que 𝑍 = 𝑍(. ) é também uma variável 
aleatória. Consideremos a seguinte sequência de etapas: 

 
(a) Executar o experimento 𝜀 e obter o resultado 𝑠; 

(b) Calcular os números 𝑋(𝑠) e 𝑌(𝑠); 

(c) Calcular o número 𝑍 = 𝐻1 𝑋, 𝑌 . 
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 
O valor de Z depende evidentemente de s, o resultado 
original do experimento. Ou seja, 𝑍 = 𝑍(𝑠) é uma função que 
associa um número real 𝑍(𝑠)  a todo resultado 𝑠 ∈ 𝑆 . 
Algumas das importantes variáveis aleatórias, nas quais 
estaremos interessados, são: 

  
𝑋 + 𝑌, 𝑋𝑌, 𝑋/𝑌, 𝑚í𝑛(𝑋, 𝑌), 𝑚á𝑥(𝑋, 𝑌) 
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Funções de Variáveis Aleatórias 



 
As seguintes variáveis aleatórias (unidimensionais) poderão 
interessar à questão:  

  

𝑈 = 𝑚í𝑛(𝑋, 𝑌) é menor número de sinistros ocorridos em 
dois meses; 

𝑉 = 𝑚á𝑥(𝑋, 𝑌) é maior número de sinistros ocorridos em 
duas carteiras quaisquer num dado período; 

𝑊 = 𝑋 + 𝑌 é o valor monetário total pago a participantes na 
forma de dois benefícios num dado período. 
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 
Dada a distribuição de probabilidade conjunta de (𝑋, 𝑌), 
qual é a distribuição de probabilidade de 𝑍 = 𝐻1 𝑋, 𝑌 ? 

 

Ou seja, 

 

Dada a distribuição de probabilidade conjunta das 
severidades (𝑋1, … , 𝑋𝑁) , qual é a distribuição de 
probabilidade do sinistro agregado  𝑆 = 𝑋1 +⋯+ 𝑋𝑁? 
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 

Transformação 
 

Método jacobiano 



 
Sejam 𝑋1 e 𝑋2 V.A.’s conjuntamente contínuas com função densidade 
𝑓𝑋1,𝑋2(𝑥1, 𝑥2). Seja ℵ = {(𝑥1, 𝑥2):  𝑓𝑋1,𝑋2(𝑥1, 𝑥2) > 0}. Suponha que 

 
1. 𝑦1 = 𝑔1(𝑥1, 𝑥2) e 𝑦2 = 𝑔2 𝑥1, 𝑥2  define uma transformação um a um 
de ℵ para Ψ. 
2. As primeiras derivadas parciais de 𝑥1 = 𝑔1

−1(𝑦1, 𝑦2) e 𝑥2 =
𝑔2
−1(𝑦1, 𝑦2) são contínuas em Ψ. 

3. O jacobiano da transformação é não nulo para (𝑦1, 𝑦2)  ∈  𝛹. Com  
  

𝑱 =

𝝏𝒙𝟏
𝝏𝒚𝟏

𝝏𝒙𝟏
𝝏𝒚𝟐

𝝏𝒙𝟐
𝝏𝒚𝟏

𝝏𝒙𝟐
𝝏𝒚𝟐
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 
Então a densidade conjunta de 𝑌1 = 𝑔1 𝑋1, 𝑋2  𝑒 𝑌2 =
𝑔2(𝑋1, 𝑋2) é dada por 

 

𝒇𝒀𝟏,𝒀𝟐 𝒚𝟏, 𝒚𝟐 = 𝑱 . 𝒇𝑿𝟏,𝑿𝟐 𝒈𝟏
−𝟏 𝒚𝟏, 𝒚𝟐 , 𝒈𝟐

−𝟏 𝒚𝟏, 𝒚𝟐  . 𝑰 𝒚𝟏,𝒚𝟐
( 𝜳)
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 
Seja 𝑓𝑋,𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝐾 𝑥 + 𝑦 𝐼 0,1

(𝑋)
𝐼 0,1
(𝑌)
𝐼 0,1
(𝑋+𝑌)

. Encontre as 

distribuições conjunta e marginais de 𝑋 + 𝑌. 
 

𝑍 = 𝑋 + 𝑌 (𝐼) 
𝑊 = 𝑌 − 𝑋 (𝐼𝐼) 

 
𝑊 = 𝑌 − 𝑋 → 𝑌 = 𝑊 + 𝑋 → 𝑆𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖 𝐼𝐼 𝑒𝑚 𝐼 → 𝑍

= 𝑋 + 𝑊 + 𝑋 →  𝑋 =
𝒁 −𝑾

𝟐
= 𝒈𝟏
−𝟏 𝒛,𝒘  

 
𝑊 = 𝑌 − 𝑋 → 𝑋 = 𝑌 −𝑊 → 𝑆𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖 𝐼𝐼 𝑒𝑚 𝐼 → 𝑍

= (𝑌 −𝑊) + 𝑌 → 𝑌 =
𝒁 +𝑾

𝟐
= 𝒈𝟐
−𝟏 𝒛,𝒘  
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 
𝑓𝑍,𝑊 𝑧, 𝑤 = 𝑱  . 𝒇 𝒈𝟏

−𝟏 𝒛,𝒘 ; 𝒈𝟐
−𝟏 𝒛,𝒘  . 𝐼(.) 

¥: 𝑓𝑋,𝑌
𝑥,𝑦
> 0: 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 1  

 
0 < 𝑋 < 1 

0 <
𝑍 −𝑊

2
< 1 

0 < 𝑍 −𝑊 < 2 
𝑊 < 𝑍 < 2 +𝑊 

  
0 < 𝑌 < 1 

0 <
𝑍 +𝑊

2
< 1 

0 < 𝑍 +𝑊 < 2 
−𝑍 < 𝑊 < 2 − 𝑍 
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 

𝑓𝑍,𝑊 𝑧, 𝑤 = 𝑱  . 𝒇 𝒈𝟏
−𝟏 𝒛,𝒘 ;𝒈𝟐

−𝟏 𝒛,𝒘  . 𝐼(𝑊,2+𝑊)
(𝑍)

𝐼(−𝑍,2−𝑍)
(𝑊)

 

 

𝐽 =

𝜕𝑋

𝜕𝑍

𝜕𝑋

𝜕𝑊
𝜕𝑌

𝜕𝑍

𝜕𝑌

𝜕𝑊

=

1

2
−
1

2
1

2

1

2

=
1

2
 .
1

2
− −
1

2
 .
1

2
=
1

4
+
1

4
=
𝟏

𝟐
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 

𝑓𝑍,𝑊 𝑧, 𝑤 =
𝟏

𝟐
 . 𝒇 𝒈𝟏

−𝟏 𝒛,𝒘 ;𝒈𝟐
−𝟏 𝒛,𝒘  . 𝐼(𝑊,2+𝑊)

(𝑍)
𝐼(−𝑍,2−𝑍)
(𝑊)

 

 
𝑓𝑋,𝑌 = 𝐾(𝑥 + 𝑦) 

 

𝑓𝑍,𝑊 = 𝐾
𝒁 −𝑾

𝟐
+
𝒁 +𝑾

𝟐
= 𝑲𝒁 

 

  

𝒇𝒁,𝑾 𝒛,𝒘 =
𝟏

𝟐
𝑲𝒁. 𝑰(𝑾,𝟐+𝑾)
(𝒁)

𝑰(−𝒁,𝟐−𝒁)
(𝑾)
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 

𝒇𝒁 𝒛 =  𝒇𝒁,𝑾 𝒛,𝒘 𝒅𝒘
∞

−∞

=  
𝟏

𝟐
𝑲𝒁. 𝑰(𝑾,𝟐+𝑾)

(𝒁)
𝑰(−𝒁,𝟐−𝒁)
(𝑾)

𝒅𝒘
∞

𝟎

 

 
𝑍 = 𝑋 + 𝑌 ↔ 𝑆 = 𝑋1 + 𝑋2, com 

𝑍 = 𝑆 (Sinistro agregado)  

𝑋 + 𝑌 = 𝑋1 + 𝑋2 (Severidades) 

 

Logo, 𝑆 (sinistro agregado) possui função densidade de probabilidade 

 

𝒇𝑺 𝒔 =  
𝟏

𝟐
𝑲𝑺. 𝑰(𝑾,𝟐+𝑾)
(𝑺)

𝑰(−𝑺,𝟐−𝑺)
(𝑾)

𝒅𝒘
∞

𝟎
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 

Densidade da Soma 

 

 



 
Dadas duas variáveis aleatórias contínuas 𝑋 e 𝑌 com densidade 
conjunta 𝑓𝑥,𝑦, então a função densidade 

 
Em resumo, tem-se que 

𝒁 = 𝑿 + 𝒀 
𝑽 = 𝑿 − 𝒀 

  
De modo geral 

𝒇𝑿+𝒀 𝒛 = 𝒇𝒁 𝒛 =  𝒇𝑿,𝒀 𝒙, 𝒛 − 𝒙
∞

−∞

𝒅𝒙 =  𝒇𝑿,𝒀 𝒛 − 𝒚, 𝒚
∞

−∞

𝒅𝒚 

𝒇𝑿−𝒀 𝒘 = 𝒇𝑽 𝒗 =  𝒇𝑿,𝒀 𝒙, 𝒙 − 𝒗
∞

−∞

𝒅𝒙 =  𝒇𝑿,𝒀 𝒗 + 𝒚, 𝒚
∞

−∞

𝒅𝒚 
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 
Se 𝑋 e 𝑌 forem independentes a densidade conjunta pode ser 
escrita como o produto das densidades marginais, 
simplificando as expressões. No caso independente, a 
densidade da soma recebe o nome de convolução das 
densidades de 𝑋 e 𝑌. 

 

𝒇𝑿+𝒀 𝒛 = 𝒇𝒁 𝒛 =  𝒇𝑿 𝒛 − 𝒚
∞

−∞

𝒇𝒚 𝒚 𝒅𝒚 = 

𝒇𝒁 𝒛 =  𝒇𝒀 𝒛 − 𝒙
∞

−∞

𝒇𝑿 𝒙 𝒅𝒙 

 

Densidade da Soma 

Prof. Me. Luiz Carlos Santos Jr. 



 
 Suponha que 𝑋 e 𝑌 são variáveis aleatórias independentes 

com 𝑓𝑋
(𝑥)
= 2𝑥 𝐼(0,1)

(𝑥)
 e 𝑓𝑌
(𝑦)
= 2(1 − 𝑦) 𝐼(0,1)

(𝑦)
. Determine a 

distribuição de 𝑋 + 𝑌. 

 
0 < 𝑥 < 1 
0 < 𝑧 − 𝑦 < 1 
𝑦 < 𝑧 < 𝟏 + 𝒚 

  

 

 

Densidade da Soma 

𝑍(𝑦) = 𝑦 
𝑍(0) = 0 
𝑍(1) = 1 
𝑍(2) = 2 

 

 

 

 
𝒁(𝒚) = 𝟏 + 𝒚 
𝑍 0 = 1 + 0 = 1 
𝑍 1 = 1 + 1 = 2 
𝑍 2 = 1 + 2 = 3 
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 

𝑓𝑍
(𝑧)
=  𝑓𝑋,𝑌 𝑧 − 𝑦, 𝑦 𝑑𝑦
∞

−∞

=  2𝑥 . 2 − 2𝑦 𝑑𝑦
𝑦

0

 

𝑓𝑍
(𝑧)
= 2𝑥  2 − 2𝑦 𝑑𝑦

𝑦

0

= 2𝑥 2  𝑑𝑦
𝑦

0

− 2  𝑦 𝑑𝑦
𝑦

0

 

𝑓𝑍
(𝑧)
= 2𝑥 2 𝑦 0

𝑦
− 2
𝑦2

2
0

𝑦

= 2𝑥 2 𝑦 − 0 − 2
𝑦2 − 02

2
 

 

𝒇𝒁
(𝒛)
= 𝟐𝒙 𝟐𝒚 − 𝒚𝟐  . 𝑰 𝒚,𝟏+𝒚

(𝒛)
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 

𝒇𝒁
(𝒛)
= 𝟐𝒙 𝟐𝒚 − 𝒚𝟐  . 𝑰 𝒚,𝟏+𝒚

(𝒛)
 

 

𝑍 = 𝑋 + 𝑌 ↔ 𝑆 = 𝑋1 + 𝑋2, com 

𝑍 = 𝑆 (Sinistro agregado)  

𝑋 + 𝑌 = 𝑋1 + 𝑋2 (Severidades) 

 

Logo, 𝑆 (sinistro agregado) possui função densidade de probabilidade 

 

𝒇𝑺
(𝒔)
= 𝟐𝑋1 𝟐𝑋2 − 𝑋2

𝟐  . 𝑰 𝑋2,𝟏+𝑋2
(𝒔)
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 

 
 

Função Geradora de 
Momentos 



 
Se 𝑋1,··· , 𝑋𝑁 são V.A.’s independentes e a fgm de V.A. cada 
existe para todo −ℎ <  𝑡 <  ℎ , para algum h > 0. Seja 
𝑌 =  𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1 , então 

 

𝒎𝒀 𝒕 = 𝑬 𝒆
 𝒙𝒊𝒕 = 𝒎𝒙𝒊(𝒕)

𝒏

𝒊=𝟏

, 

 
𝑝𝑎𝑟𝑎 – ℎ < 𝑡 < ℎ. 

Função Geradora de Momentos 
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 
Suponha que 𝑋1 e 𝑋2 são duas variáveis com distribuição 
normal padrão independentes. Sejam 

  
𝑌1 = 𝑔1 𝑋1, 𝑋2 = 𝑋1 + 𝑋2 
𝑌2 = 𝑔2 𝑋1, 𝑋2 = 𝑋1 − 𝑋2 

 

Encontre a conjunta de 𝑌1 𝑒 𝑌2. 
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 
𝑋1 ⊥ 𝑋2 

𝑋1 𝑒 𝑋2 ~ 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 0,1  

 

𝑋~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝜇, 𝜎2 → 𝑀𝑋 𝑡 = 𝑒
𝜇𝑡+
1
2𝜎
2𝑡2 

 

𝐶𝑜𝑚𝑜 𝜇 = 0, 𝜎2 = 1 → 𝑀𝑋 𝑡 = 𝑒
0𝑡+
1
21
2𝑡2 = 𝑒

1
2𝑡
2
 

 

𝑀𝑋1,𝑋2 𝑡1, 𝑡2 = 𝑀𝑋1 𝑡1 . 𝑀𝑋2 𝑡2 = 𝑒
1
2𝑡1
2

 . 𝑒
1
2𝑡2
2

= 𝑒
1
2 𝑡1
2+𝑡2
2
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 
𝑀𝑌1,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 = 𝐸 𝑒

𝑡1𝑌1+𝑡2𝑌2 = 𝐸 𝑒𝑡1 𝑋1+𝑋2 +𝑡2 𝑋2−𝑋1  

𝑀𝑌1,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 =  𝐸 𝑒
𝑡1𝑋1+𝑡1𝑋2+𝑡2𝑋2−𝑡2𝑋1 = 𝐸 𝑒𝑋1 𝑡1−𝑡2 +𝑋2 𝑡1+𝑡2  

𝑀𝑌1,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 = 𝐸 𝑒
𝑋1 𝑡1−𝑡2 . 𝑒𝑋2 𝑡1+𝑡2 = 𝐸 𝑒𝑋1 𝑡1−𝑡2 . 𝐸  𝑒𝑋2 𝑡1+𝑡2  

𝑀𝑌1,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 = 𝑀𝑋1 𝑡1 . 𝑀𝑋2 𝑡2 = 𝑒
𝑡1−𝑡2

2

2  . 𝑒
𝑡1+𝑡2

2

2  

𝑀𝑌1,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 = 𝑒
𝑡1
2−2𝑡1𝑡2+𝑡2

2+𝑡1
2+2𝑡1𝑡2+𝑡2

2

2 = 𝑒
𝑡1
2+𝑡2
2+𝑡1
2+𝑡2
2

2  

𝑀𝑌1,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 = 𝑒
2𝑡1
2+2𝑡2

2

2 = 𝑒
1
22𝑡1
2

. 𝑒
1
22𝑡2
2

 

 
𝑀𝑌1,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 = 𝑀𝑌1 𝑡1 . 𝑀𝑌2 𝑡2  

  

Logo 𝑌1 e 𝑌2 são independentes e tem distribuição 
𝑌1 𝑒 𝑌2~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 0,2 . 
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 
𝑀𝑌1,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 = 𝑀𝑌1 𝑡1 . 𝑀𝑌2 𝑡2  

  

𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2, com 

𝑌1 = 𝑆 (sinistro agregado)  

𝑋1 + 𝑋2 (soma de severidades) 

 

Logo, 𝑆 (sinistro agregado) possui função geradora de momentos 

 

𝑀𝑆,𝑌2 𝑡1, 𝑡2 = 𝑒
1
2
2𝑡1
2

. 𝑒
1
2
2𝑡2
2

= 𝑀𝑆 𝑡1 .𝑀𝑌2 𝑡2 → 𝑀𝑆 𝑡1 = 𝑒
1
2
2𝑡1
2

 

 

Assim, 𝑆 e 𝑌2 são i. i. d. e seguem distribuição 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 0,2 . 

Função Geradora de Momentos 

Prof. Me. Luiz Carlos Santos Jr. 



 
Relação entre Bernoulli e Binomial 

 

Sejam 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 variáveis aleatórias independentes com 
distribuição Bernoulli de parâmetro 𝑝. Defina S = 𝑋1 + 𝑋2 +
⋯+ 𝑋𝑛, então 𝑆 tem distribuição Binomial de parâmetros 𝑛 e 
𝑝.  

 

Observações 

Prof. Me. Luiz Carlos Santos Jr. 



 
Relação entre Exponencial e Gama 

  

Se 𝑋1 e  𝑋2  são variáveis independentes com mesma 
distribuição Exponencial de parâmetro 𝜆. Vamos verificar 
que 𝑋1 + 𝑋2  tem distribuição Gama com parâmetros 
𝛼 = 2 e 𝛽 = 𝜆. 

Observações 

Prof. Me. Luiz Carlos Santos Jr. 



 
Reprodução de Normais 

  

Dizemos que a distribuição normal se reproduz, porque a 
soma de Normais independentes também tem distribuição 
normal. Essa propriedade também vale para outros modelos, 
entre eles, Binomial, Poisson e Gama.  

 

Observações 

Prof. Me. Luiz Carlos Santos Jr. 



 
Implementação em R 

 

Pacote: actuar 

 

Funções: 

 severity() 

 frequency() 

 unroll() 

 simul() 

 aggregateDist() 

 severity.portfolio() 

 

 

Observações 

Prof. Me. Luiz Carlos Santos Jr. 
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