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Modelo de Risco Coletivo Anual

N
L — Xl +X2+"'+XN= le
=it

Hipoteses:
a) As severidades X4, X>, ..., Xy sdo i.i.d.

b) As severidades X1, X>, ..., Xy sao independentes da frequéncia N.
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Objetivos
Prémio =P =E(S).(1+0)

B2 E()
E(S)

Custo de Carregamento = 0 =

OBS: Precisamos conhecer a distribuicao do nimero total de
sinistros produzidos numa carteira = Frequéncia (N) para
conhecermos a “cara” da distribuicao de Sinistro Agregado

(S).
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E possivel obter a distribuicao de S por meio de:

«r Transformacodes de variaveis;

2 Densidade da soma (caso geral);
r Densidade da soma (convolugao);
«r Funcao Geradora de momentos;
R :
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Seja Z = H{(X,Y) uma funcdo de duas varidveis aleatérias X
e Y. Fica evidente que Z = Z(.) é também uma variavel
aleatoria. Consideremos a seguinte sequéncia de etapas:

(a) Executar o experimento ¢ e obter o resultado s;
(b) Calcular os niimeros X(s) e Y (s);
(c) Calcular o nimero Z = H;(X,Y).
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O valor de Z depende evidentemente de s, o resultado
original do experimento. Ou seja, Z = Z(s) € uma funcao que
associa um numero real Z(s) a todo resultado s€S.
Algumas das importantes varidveis aleatorias, nas quais
estaremos interessados, sao:

YLl E oy ey mace )
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As seguintes variaveis aleatorias (unidimensionais) poderao
interessar a questao:

U=min(X,Y) é menor nimero de sinistros ocorridos em
dois meses;

V =max(X,Y) é maior nimero de sinistros ocorridos em
duas carteiras quaisquer num dado periodo;

W =X +Y é o valor monetario total pago a participantes na
forma de dois beneficios num dado periodo.
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Dada a distribuicdo de probabilidade conjunta de (X,Y),
qual é a distribuicao de probabilidade de Z = H;(X,Y)?

Ou seja,

Dada a distribuicdo de probabilidade conjunta das
severidadess O TS0 A== aal e o diciribiiieaos = de
probabilidade do sinistro agregado S = X; + --- + Xy?
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Sejam X; e X; V.A.’s conjuntamente continuas com funcao densidade
fx, x,(x1,%2). Seja X = {(x1,x3): fx, x, (%1, %) > 0}. Suponha que

1.y, = g,(x1,x,) ey, = g,(x1,x,) define uma transformacdao um a um
de X para W.

2. As primeiras derivadas parciais de x; = g, (y1,¥,) e x, =
o= 6. ) 5 ocontimigsieni

3. O jacobiano da transformacao é ndo nulo para (y;,y,) € ¥.Com

6x1 axl
P 0y, 0y,
axz axz
dy1 0y>
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Entdo a densidade conjuntade Y; = g,(X{,X,) e Y, =
g>(X1,X,) é dada por

fY1,Y2 (yl» yZ) = |]|-fX1»X2 [gl_l(y1’y2)’gz_l(yl’yZ)] 'Ig’?}’z)
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: X) (Y) (X+Y
Seja fyy(x,y) = K(x + y)I((o,)1)I((o,)1)I((o,;) ) Encontre as
distribui¢cdes conjunta e marginais de X + Y.

Z=X+Y ()
W=Y-X(dUI

W=Y-X->Y=W+X - Substitui II)em (I) » Z

— X a0 = —

= gil(z,w)

e == —eXe —_ o= Ve Subseittini il lem CEi= 7
Z+W
=Y -W)+Y->Y=

2
Prof. Me. Luiz Carlos Santos Jr.

=g5'(z,w)



o
\V SIMPOSIO DE

_RTUARIR

Transformacao - Método Jacobiano

4

faw@w) = 1.7 (97" @w)i g7' (2,w)) .10
¥:{§3‘,’”>0:0<x<1,0<y<1}

Q==

0= > =1
0= Z —W-<"2
W< 2 W

((fen e <t

(5= > £
e e e =
s e
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= = 7 w
il e ) o il

%= 0x 1 1

II—aZ e T g ] = _1+1_1

]_aY ay_ll_zz I=Df A D
0Z oW IEE T
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- = (2) W)
= (gl (z,w); g5 (Z,W)) Aw24w)l(<z2-2)

fZ,W(Zr w) =

xy = K(x +y)

_K(Z—W+Z+W>
fz,W— 2 2

= (Z) w)
fzw(z,w) = 2 Ty 2wl (Zz2-2)
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= =1 z w
fz(Z)Zf fz,W(Z;W)dWZJO 2 -IEM;,2+W)IE—Z),2—Z)dW

=& o5 =X COM
Z = S (Sinistro agregado)
X+Y =X, + X, (Severidades)

Logo, S (sinistro agregado) possui funcao densidade de probabilidade

|
= () W)
fs(s) _fo 2 1w 24w (=s5,2-5)4W
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Dadas duas variaveis aleatorias continuas X e Y com densidade
conjunta f, ,, entdo a fungao densidade

Em resumo, tem-se que

De modo geral

Frar(@ = f2(2) = f
i fxy(x,x —v)dx = j fxy(w+yydy

co

fX,Y(x:Z —x)dx = j fX,Y(Z -y,y)dy

fx-y(w) = fy(v) = |
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Se X e Y forem independentes a densidade conjunta pode ser
escrita como o produto das densidades marginais,
simplificando as expressdes. No caso independente, a

densidade da soma recebe o nome de convolucao das
densidades de X e'Y.

Frne @ - f fxz—-y) f,»)dy =
f2(2) = j Fr(z — %) fx(X)dx
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&R Suponha que X e Y sdao variaveis aleatdrias independentes

com X(x) = 2X I((Sc,)l) e Y(y) = 2(1=—») I(((j)/,)n' Determine a

distribuicidode X + Y.

o<
(= 7=y =
Zop =y  Yy=z=1l+ty 2@ =1 Gy
Z(0)=0 Z(0)=14+0=1
Z(1) =1 ZEIE =t =
Z(2) =2 22 =1+2—3
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00 Y
£ = j fxy(z—y,y)dy = J 2 7= 29idy
= 0

y y Y
fZ(Z)=2xj (2—2y)dy=2x[2j dy—zf ydy]
0 0 0

N e ey
£17 = 2« [2@)3—2(%) = 2x [2(3/—0) —2<y - ! )]

0
(Z) = 2 (2)
z = 2x[2y —y?] 1 y14y)
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(Z) = Zx[zy yZ] I(;)1+y)

=l 1E S =G Gy (e
Z = S (Sinistro agregado)
X+Y =X, + X, (Severidades)

Logo, S (sinistro agregado) possui funcao densidade de probabilidade

O —a2x 2%, — X7 .IE‘;()Z,HXZ)
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Se X,--,Xy sdo V.A!s independentes e a fgm de V.A. cada
existe para todo —h = t = I, para algumm h > 0° Seja
e =X ; entdo

my(t) = E[e2*it] = mei(t),
i=1

para-h <t < h.
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Suponha que X; e X, sdao duas variaveis com distribuicao
normal padrdo independentes. Sejam

V1 = 91X, X5) = X1 + X,
Y, =9,(X1,X3) = X1 — X>

Encontre a conjunta de Y; e Y5.
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X, X
X, e X, ~Normal (0,1)

1
X~Normal (u,0%) - My (t) = Sl
0t +212¢2 1,2
Comoln =01 M () == ¢

Loor ol i "5
— =i Sl S(t12+t
MX1,X2 (t1,t2) Mxl(t1)-Mx2(t2) =l el o= ez( o)
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oG o s (e i G E(etl(X1+X2)+t2(Xz—X1))
1522 Y
MY v (t]_ tZ) — E(et1X1+t1X2+t2X2_t2X1) — E(exl(tl—t2)+X2(t1+t2))
SIOL7; v
My, y, (i) = E(exl(tl—tz)_exz(t1+tz)) = E(exl(tl—tz))_E( eXZ(t1+t2))

Geme  ean
My, v, (t1,t2) = My, (£1).Mx,(tz) =e 2 .e 2

£12 =2t ty+t, 2+t 2 +2t  ty+t,2 t12+t2+t12+t,2
My, v, (t1,t2) = e 2 = 2
2t 2t e e
e 2t =2t
My p(Eil)— e 2= =e2 L g2 %

My, v, (t1,t2) = My, (£1). My, (t;)

Logo Y; e Y, sdo independentes e tem distribuicao
Y; e Y,~Normal(0,2).
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My, v, (t1,t;) = My, (t;). My, (t;)
Y, =X; + X5, com
Y, = § (sinistro agregado)

X1 + X, (soma de severidades)

Logo, S (sinistro agregado) possui funcao geradora de momentos
16,2 1a¢,2 221,
Mgy, (t1,t;) = e2°" .e2 = Mg (t1). My, (t3) = Ms(t;) = e2

Assim, S e Y, sdoi.i.d. e seguem distribuicao Normal(0,2).
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Relac¢ao entre Bernoulli e Binomial

Sejam Xi,X,, ...,X,, varidveis aleatorias independentes com
distribuicao Bernoulli de parametro p. Defina S = X; + X, +
-+ X, entdo S tem distribuicdo Binomial de parametros n e

p.
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Relacao entre Exponencial e Gama

Se X; e X, sdo varidveis independentes com mesma
distribuicao Exponencial de parametro A. Vamos verificar

que X;+ X, tem distribuicio Gama com parametros
a=2ef =A.
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Reproducao de Normais

Dizemos que a distribuicdo normal se reproduz, porque a
soma de Normais independentes também tem distribuicao
normal. Essa propriedade também vale para outros modelos,
entre eles, Binomial, Poisson e Gama.
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Implementacao em R
Pacote: actuar

Funcoes:

r severity()

= frequency()

2 unroll()

= simul()

= aggregateDist()

= severity.portfolio()
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