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Introdugdo

Interpolagcao Polinomial

Interpolar uma funcdo f(x) consiste em aproximar essa funcdo por
uma outra funcdo g(x), escolhida entre uma classe de funcdes defi-
nida a priori e que satisfaz algumas propriedades.

Definicao

Dados os pontos (xg, f(xo)), (x1, f(x1)), ..., (xn, f(xn)), portanto
n+ 1 pontos, fazer a interpolacdo polinomial é aproximar f(x) por
um polinémio p(x) de grau menor ou igual a n, tal que

fxk) = P(Xk)) k=0,1,2,..,n.
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Introdugdo

O que é o método Spline?

Splines, usadas em desenhos de engenharia, sdo réguas flexiveis, de
madeira ou plastico, que podem ser curvadas de forma a passar por
um dado conjunto de pontos (x;, f(x;)) chamados nds. Apesar de ser
usada desde o século passado, sé no fim da década de 60 foi desen-
volvida a formulacdo matemadtica deste problema. Tal formalizacio
possibilitou o desenvolvimento de varios sistemas computadorizados
que utilizam aproximag¢des graficas de fungcdes como CAD/CAM e
TURBO GRAFIX.
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Introdugdo
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Introdugdo

Caracteristicas

@ Curva “bem comportada”

@ Pontos igualmente espacados na direcdo de x

@ Pela teoria linear das vigas a quarta derivada do deslocamento de
uma viga é nula, desde que n3o contém forcas externas atuando na
viga, isto é, S{™)(0) = 0 no intervalo entre os n pontos. Decorre que,
integrando esta equacio quatro vezes, S(x) deve ser um polinémio
cubico em x em cada um destes intervalos.

@ Uma viga que sofre somente a acdo de forcas externas, o desloca-
mento deve possuir as duas primeiras derivadas continuas
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Dedugdo da Férmula

)

Figura: Curva Interpoladora
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Dedugdo da Férmula

Deducao da Férmula

Vamos escrever os polindmios na forma
Si(x) = a1lx —x1)> + bi(x —x1)? + crlx —x1) +di, x1 <x < xo
S2(x) = aa(x —x2)3 + ba(x —x2)? + &2(x — x2) + d, X0 < x < x3

Sn—1 (X) = an—l(X_Xn—1)3+bn—1 (X_Xn—l)2+Cn—1(X_Xn—1)+dn—1v
Xp—1 < X < Xy
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Dedugdo da Férmula

Derivada de Primeira Ordem

3a1(x —x1)? +2b1(x —x1) +c1, x1 < x < x0
SH(x) =3ax(x — x2)? + 2ba(x —x2) + &2, x2 < x < x3

r/;71 (X) = 3a,,,1(x - Xn71)2 +2by1 (X - anl) + Cn—1.,
Xp—1 < X < Xp
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Dedugdo da Férmula

Derivada de Segunda Ordem

Si'(x)
SI(x) =

6a;(x —x1) +2b1, x1 < x < x2
a(x —x2) +2by, 0o <x < x3

,;/,1 (X) = 63,,,1(X - anl) + 2bp—1, Xp—1 < x < Xy
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Dedugdo da Férmula

Propriedade 1

S(x) interpola os pontos (x;,y;), i = 1,2,...,n, isto &,
Sxa) =y1,S5(x) = y2,- -+, S(xn) = ya

De onde obtemos:

di :yl)dZ =Y2y )dn—l = Yn-1.
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Dedugdo da Férmula

Sabemos que S(x,) = ¥n, Xn — Xn—1 = h € que
Snfl (X) = dn—-1 (X_anl)s'i_bnfl(X_anl)z'i_Cnfl (X_anl)"’_dnfl
dai obtemos:

dn—1 h® + bn—lh2 +cp1th+dpi1 =y,
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Dedugdo da Férmula

Propriedade 2

Como S(x) é continua para x; < x < x,, segue que em cada ponto
x; de x2,x3,- -+ ,Xp—1 devemos ter

Sifl(xi) = Si(Xi)>i =2,3,.,n—1
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Dedugdo da Férmula

aih® + bih®> + cth+dy = y»
ah® + boh® + oh+ db = y3

an_gh3 + b,_» h? + Ch2h+dn2=yn1

Tavoni, Santos Jr Spline



Dedugdo da Férmula

Propriedade 3

S'(x) é continua em x; < x < x,, isto é, S/ ;(x;) = S/ (x;) para
i=2,3,....,n—1. O que nos fornece

331/72 +2bih+c =0
3a0h® + 2boh + ¢ = c3

3a, 2h® +2b, 2h+ ch2 = o1
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Dedugdo da Férmula

Propriedade 4

S”(x) é continua em x; < x < xp, isto é, S/ (xi) = S/ (x;).
Portanto,
631/7 + 2b1 == 2b2

6axh + 2by = 2b3

6a,_oh+2b, > =2b, 1
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Dedugdo da Férmula

Podemos simplificar nosso sistema expressando as incégnitas
aj, bj, ¢c; e di em termos de novas quantidade incégnitas

My = S/I(Xl)a My = 5/,(X2)) ooy M, = ”(Xn)-
De modo que
1 1 1

b = §M1,b2 =
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Teorema

Teorema

Definicao

Dados os pontos (x1, Y1)y (X2, ¥2)y «eey (Xny ¥n) €OM Xiy1 — X;, a curva spline

clibica
Si(x) = a1(x —x1)3 + bi(x —x1)? + c1(x — x1) + di,
X1 < x <X
S(x) = a(x — %)} + bo(x — x2)? + a(x — ) + db,
S = X S X < X3

Snfl(x) = anfl(X - Xn71)3 + bnfl (X - anl)z + Cnfl(X - anl)
+dn71r Xn—1 <x< Xn
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Teorema

Teorema

que interpola estes pontos tem os coeficientes dados por
5 = (Miv1— Mi)
' 6h
M.
b = —
2
o = Yirr =¥ (Mis1+2Mi)h
' h 6
di =y
parai=1,23,....n—1, eonde, M; = S"(x;),i = 1,2, ..., n.
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Teorema

My + 4My + Ms = 6(y1 — 2y + y3) /b
Mo + 4Ms + My = 6(y2 — 2y3 + ya)/ h?

Mp_o+4Mp_1 + M, = 6(}/n72 - 2ynfl + yn)/h2
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Teorema

Forma Matricial

Forma matricial

1 4 1 0 0 0 0 O M y1—2y2+ y3
01 4 1 0 0 0 O M, Y2—2y3+y3
00 1 4 000 O Ms ; Vs —2ya+ y5

: iy~ :
0 0 0O 4 1 0 M,_, Yn—a—2Yn3+ Yno2
0 0 0 O 1 4 1 0 M1 Yn3—2Yn 2+ Yn1
0 0 0 O 0 1 1 M, Yn—2—2Yn—1+ Yn

(3.1)
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Teorema

Observe que o sistema tem n—2 equac¢des e n incdgnitas. Para resol-
ver isso precisamos impor duas condicGes adicionais e nos préximos
slides apresentaremos formas de fazer isso.
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Spline Natural

Spline Natural

Definicao

A segunda derivada da spline é zero nos extremos, ou seja,
Ml = Oa

M, =
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Spline Natural

Spline Natural - Forma Matricial

1 .- 0 0 O M, )
141 .- 000 Ms YL 2y2tys
S . 6 Y2 —2y3+y3

: 7/72 .
000 --- 141 M, )
000 --- 01 4 M, 1 Yn—2—2Yn-1+1Yn

(4.2)
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Spline Parabdlica Emendada

Spline Parabdlica

Definicao

As duas restricoes adicionais impostas para este tipo de spline sdo
My = My

Mn - Mn—l
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Spline Parabdlica Emendada

Spline Parabélica - Forma Matricial

1 000 Mo ot
o 6 Y2 —2y3+y3
. :ﬁ .
000 1 4 1 M, » oy
00 0 0 1 M, 1 Yn—2 7= eYn-17F Yn

(5.3)
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Spline Cidbica Emendada

Spline Cubica Emendada

Definicao
Para este tipo de spline nés impomos as condicées adicionais
My =2My — My
My =2M,_ 1 — M, >
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Spline Cidbica Emendada

Spline Cibica Emendada - Forma Matricial

1 4 1 00 0 Ms =22ty
_ 6 Y2 —2y3+y3
: :p .

000 1 41 M, IV

00 0 0 M, 1 Yn—2 7= eYn-17F Yn

(6.4)
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Exemplo

Exemplo

E um fato bastante conhecido que a densidade da 4dgua atinge um
maximo a uma temperatura ligeiramente acima do ponto de congela-
mento. A tabela da a densidade da dgua em gramas por centimetro
cubico para cinco temperaturas igualmente espacadas no intervalo
de —10°C a 30°C.

Temperatura(°C) | Densidade(g/c3)
10 0,99815
0 0, 99987
10 0,99973
20 0,99823
30 0, 99567
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Exemplo

Exemplo - Spline Parabdlica

Vamos interpolar estas cinco medidas temperatura-densidade com
uma spline parabdlica emendada.
Sejam os pontos

x; = —10, 7 = 0,99815

xo =0, y, = 0,99987
x3 = 10, y; = 0,99973
x4 = 20, y4 = 0,99823
x5 = 30, y5 = 0, 99567
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Exemplo

Calculando

6ly1 — 2y> + y3]/h*> = —0,0001116
6ly> — 2y3 + ya]/h*> = —0,0000816
6[ys — 2y4 + ys]/h? = —0,0000636
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Exemplo

O sistema linear para a spline parabdlica emendada é dado por

5 10 M, —0,0001116
141 M; | = —0,0000816 (7.5)
015 A —0,0000636
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Exemplo

Assim temos

M; = M = —0,00001973
M3z = —0,000011293
My = Ms = —0,00001013
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Exemplo

Pelo Teorema 17 temos:

—0, 00000987 (x + 10)? 4 0, 0002707 (x + 10) + 0, 99815, —10 < x < 0
0, 000000113 (x — 0)3 — 0, 00000987 (x — 0)? + 0, 0000733 (x — 0) + 0,99987,0 < x < 10
0, 000000047 (x — 10)3 — 0, 00000647 (x — 10)2 + 0, 0000900 (x — 10) + 0, 99973, 10 < x < 20
—0, 00000507 (x — 20) + 0, 0002053 (x — 20) + 0, 99823,20 < x < 30
(7.6)
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Exemplo

N
/ \

0.99800 \

099700 \\
0,99600

0,99300
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Dansidade (giem®)

Figura: Grafico Spline Parabdlica Emendada
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Exemplo

Observacoes - Spline Parabdlica Emendada

Como My = My e M, = M,,_1 implica que a1 =0 e a,_1 =0, isto
é, reduz a uma curva parabdlica nos intervalos extremos.
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Exemplo

Exemplo - Spline Natural

Modelando o exemplo através da interpolacao spline natural.

410 Mo —0,0001116
141 Ms | = | —0,0000816 (7.7)
01 4 A —0,0000636

Tavoni, Santos Jr Spline



Exemplo

Resultados

M; = 0, M, = —0,0000252, M3 = —0,0000108,

M, = —0,0000132, M5 =0
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Exemplo

a; = —0,00000042, a, = 0,00000024,
a3 = —0,00000004, a4 = 0,00000022
c1 = 0,000214, c; = 0,000088
3 = —0,000092, ¢; = —0, 000212
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Exemplo

—0, 00000042 (x -+ 10)® + 0, 000214 (x + 10) + 0, 99815, —10 < x < 0
0, 00000024 (x — 0)3 — 0, 0000126 (x — 0)2 + 0, 000088(x — 0) + 0,99987,0 < x < 10
0, 00000004 (x — 10)3 — 0, 0000054 (x — 10)? — 0, 000092 (x — 10) + 0,99973,10 < x < 20
0, 00000022(x — 20)3 — 0, 0000066 (x — 20)% — 0, 000212 (x — 20) + 0,99823,20 < x < 30
(7.8)

S(x) =
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Exemplo

Exemplo - Spline Cibica Emendada

Agora interpolaremos com uma spline clibica emendada.

6 0 0 M; —0,0001116
141 Ms | = | —0,0000816 (7.9)
00 6 A —0,0000636
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Exemplo

Exemplo - Spline Cibica Emendada

Resultados:

M; = —0,0000241, M, = —0,0000186, M3 = —0,0000131,

M, = —0,0000106, Ms = —0, 0000081
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Exemplo

Resultados

a1 = a» = 0,000000091667, a3 = a4 = 0,000000041667
c1 = 0,0002833, ¢, = 0,00006983
c3 = 0,00004633, s = —0, 0000207
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Exemplo

Exemplo - Funcao Spline Cibica Emendada

—0, 000000091667 (x + 10)3 — 0, 00001205 (x + 10)2 + 0, 0002833 (x + 10) + 0, 99815, —10 < x < 0
—0, 000000091667 (x — 0)* — 0, 0000093 (x — 0)2 + 0, 00006983(x — 0) + 0, 99987,0 < x < 10
0, 000000041667 (x — 10)3 — 0, 00000655 (x — 10)? -+ 0, 00004533 (x — 10) -+ 0,99973, 10 < x < 20
0, 000000041667 (x — 20)> — 0, 0000053 (x — 20)? — 0, 0000207 (x — 20) 4 0,99823,20 < x < 30

(7.10)
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Exemplo

Observacoes - Spline Ciibica Emendada

Observe que S(x) consiste de uma dnica curva ciibica nos dois pri-
meiros intervalos e em outra dnica curva cubica nos dois dltimos
intervalos.
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Considerac¢des Finais

Consideracoes Finais

Além de produzir excelentes curvas interpoladoras, splines ciibicas e
suas generalizacOes sdo Uteis para derivacdo e integracdo numérica,
para a solugdo numérica de equacdes diferenciais e integrais e na
teoria de otimizac3o.
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